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1 Grundlagen

Zur Behandlung des hier vorgestellten Verfahrens zur Losung von linearen Optimierungsauf-
gaben sind umfangreiche Vorarbeiten notig. Diese sollen in diesem Abschnitt zum Teil ohne
Beweis zusammengestellt werden.

1.1 Definitionen

Definition 1. Das folgende Problem nennen wir das primale lineare Optimierungsproblem in

Normalform
(P): Minimiere c'x
unter den Nebenbedingungen Az = b
z >0

mit ceR™, A€ R™*™ und b€ R™. Dazu gehdrt der zulissige Bereich von (P)
Zp:={z€eR" Az=0b,2>0}

sein Inneres
Zp:={xeR" Az =b,2>0}
und seine Losungsmenge
Lp:={x€Zp:x list (P)}

Definition 2. Das zu (P) duale lineare Optimierungsproblem kann geschrieben werden als
(D): Mazimiere b'y
unter den Nebenbedingungen ATy +s = ¢
s > 0

wobei s ein Schlupfvariablenvektor ist. Zp, Z%, Lp werden analog zu oben definiert.

Der Notation in [3] folgend, werden wir hier folgende Konventionen verwenden:

e Vektoren oder Skalare werden stets klein geschrieben. Superskripte wie z* bezeichnen
stets Iterationsindizes, wihrend Subskripte wie zj die k-te Komponente des Vektors z
darstellen.

e Matrizen werden stets groff geschrieben. Fiir den Vektor z definieren wir die Matrix X :=
diag(z1, ..., Tn).
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AuRerdem sei der Vektor e:=(1 .. 1)7T.

1.2 Hilfsaussagen
Lemma 3. (Ungleichung vom arithmetisch-geometrischen Mittel) Seien x1,...,x, >0. Dann gilt

n 1/n n
(H xz) S% T

=1 =1

Beweis. Zunichst sei fesgestellt, dass die Behauptung trivial ist, falls ein z; =0 oder n =1 ist.
Dies sei daher 0.B.d.A. nicht der Fall.

Wir beweisen die Behauptung durch vollstindige Induktion in einer speziellen Art und
Weise.

o Induktionsanfang, n=2:

(VzT1—y/72)? 2 0
1'1—2\/11711'24-332 2 0
T1+T2 = 2./T17
r1+x
% Z /T1T2

o Induktionssschritt 2% — 2k+1: Die Aussage gelte fiir n =2%. Mit 2*! Termen erhalten wir
T1+ X2+ -+ Tok +Tokgpg + - + Tok+1

ok+1
T1t T2+ -+ Tok + Tok 41+ T Tok41
— 2k 2k
2
1+ T2+ -+ Tok Tokiq 4 -+ Tok+1
(nach Ind. Anfang) > \/( 1 22k 2 )( 2k4 1 " 2 )

(nach Ind. Annahme) > \/2\"/m1:c2---m2k1("/m2k+1---x2k+1

k+1
= M Ty Tor .

Damit erhalten wir die Behauptung fiir alle Zweierpotenzen.
o 2. Induktionsschritt n— n — 1: Die Behauptung gelte fiir n. Mit der Setzung

L T1+ -+ Tpa
) e n—1
erhalten wir zuné&chst

o1+ T+
n
(m—Dzi+n—-Dz2+--+(n—1Dan_1+21+ - +2n_1
(n—1n
nr1+nr2+--+nn—1
(n—1)n
I T e
N n—1 '

Ti+ -+ Tn-1

n—1

Es gilt nach Induktionsannahme

o1t o\
T = xl---mn

R R W TR A
T Z xln.-mn _—_—m—

-1

Ti 4 F a1\ _

(—n 1) Z $1"'$n$n1,
n—1
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was gerade der Behauptung fiir n — 1 entspricht.
Damit haben wir die Aussage fiir simtliche n € N gezeigt. |
Dieser Beweis ist angelehnt in die Darstellung in [1]. Wir fahren fort mit diversen Vorausset-

zungen und Lemmata, die [3] entnommen sind. Als Konsequenz der Dualitdtssdtze vermerken
wir die folgende Charakterisierung e-optimaler Losungen, siehe Korollar 2.20 in [3].

Folgerung 4. Seien T € Zp und (¥, 3) € Zp mit einem € >0 gegeben, so dass 0 < T15 < e erfiillt
ist. Dann ist zundchst Lp, Lp# B und mit der Setzung

Lp := min ¢z
cEZp

Lp := max by
(y,8)€Zp

erhdlt man

Lp<cz<Lp+e
Lp—e<by< Lp.

Ein solches Paar  und (g,3) heifst e-optimales Lisungspaar.

Als néchstes benétigen wir die in dieser Form auch von Daniel Pitsch hergeleitete Formel fiir
die zuldssige Abstiegsrichtung innerhalb eines Einheitskreises beziiglich einer elliptischen Norm.
Bevor wir die Formel zitieren, bemerken wir, dass fiir eine positiv definite Matrix B € R*** die
folgende Abbildung

|-llz:RF - R
z — ||z||p:=Vz'Bzx

eine Norm definiert, die sog. elliptische Norm zu B.

Lemma 5. Sei x € R™ fest. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe

Minimiere V f(z)Tp
unter den Nebenbedingungen ||p|lp = 1
Ap = 0

mit f € CY(R",R), A€ R™*", Rang A=m, B€R"*"™ und pe R". Weiterhin gelte

V() +ATy+0
fiir alle y € R™. Mit der Setzung
P:=1-B 'AT(AB1A")"14 (1)
hat das obige Problem die Losung
. PB~V f(x)
= 4 2
P PBTY () )

Dies ist Lemma 4.2 aus [3]. Wir wollen uns klarmachen, dass P die Matrix einer orthogonalen
Projektion bzgl. des von B erzeugten Skalarprodukts auf den Nullraum von A ist.
Wegen

AP = A(I-B~'AT(AB~'AT)~14)
A—(AB~'AT)(AB~1AT)~14

= A-A
0
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liegt das Bild von P im Nullraum von A. Auferdem zeigt
P? = (I-B'AT(AB1AT)"14)?
= I? 2B 1AT(AB71AT) 1A+ B~ 1AT(AB1AT) "1 (AB 1AT)(AB~1AT)~ 14
= I? -2B 'AT(AB'AT) 1A+ B 'AT(AB'AT)" 14
= P,

dass P eine Projektion ist. Um zu zeigen, dass P eine orthogonale Projektion beziiglich des von
B erzeugten Skalarprodukt ist, nehmen wir an, dass x € Kern A gilt und y beliebig ist:

(z,y—Py)p = «"B(y— Py) (3)
2'B(y —y+ B 1AT(AB1AT)"1A4y)

= 2'BB 'AT(AB'AT) 14y

= 2TAT(AB'AT) 1Ay

=0

Lemma 6. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe aus Lemma 5. Fir diese gilt

JyeR™ Vf(z)+ATy=0
& PB~ 'V f(z)=0.

Beweis. 3y € R™: Vf(z) + Aly=0& Vf(z) € Bild AT & Vf(z) € (Kern A)t & B~V f(z) €
Kern A1? & PB~1V f(z) =0. a

Dies ist Lemma 4.5 in [3]. Seine Aussage ist auch intuitiv einleuchtend: Genau dann, wenn
V f(z) auf Kern A senkrecht steht, wird es von der (orthogonalen) Projektion P auf Null abge-
bildet, denn P projiziert ja gerade senkrecht auf Kern A.

Zum Schluss zitieren wir noch ein einfaches Resultat zur Zulassigkeit, das Korollar 4.7 in [3]
entspricht.

Lemma 7. Seien x € R} und peR". Es ist x+ Bp >0, falls ||p||x-2=1 und B €(0,1).

2 Die Idee

In diesem Abschnitt werden wir mdoglichst ohne Verwirrung durch zu viele technische Details
versuchen, die Grundidee hinter dem hier vorgestellten Potentialreduktionsverfahren anschaulich
zu machen. Abschnitt 3, auf den wir hier 6fters verweisen, liefert die hier fortgelassenen Details,
unter Benutzung der in Abschnitt 1 bereitgestellten Grundlagen.

2.1 Affine Scaling

Der im Vortrag von Daniel Pitsch dargestellte Affine Scaling Algorithmus [2] hat viele wiin-
schenswerte Eigenschaften. Er ist einfach zu verstehen, mit geringem Aufwand zu implemen-
tieren und hinreichend effizient. Jedoch ist es bis heute nicht gegliickt, eine polynomielle Lauf-
zeitschranke fiir diesen Algorithmus zu beweisen. Beobachtungen zeigen, dass das Verfahren,
wenn es einmal dem Rand zu nahe kommt, von diesem nicht mehr wegkommt, und in der Folge
ein &hnliches Laufzeitverhalten wie der Simplex-Algorithmus an den Tag legt — nahezu exponen-
tiell.

Um den insbesondere durch die Nebenbedingung z > 0 bestimmten Rand von Zp zu ver-
meiden, verwendet der Affine Scaling Algorithmus das folgende Verfahren, das fiir eine polyno-
mielle Laufzeit vermutlich nicht stark genug vom Rand weg “driickt”: Mit den Bezeichnungen
aus (P) stelle man sich den auf den affinen Unterraum Az = b projizierten Einheitskreis beziig-
lich der Norm || - || x-2z vor. Auf diesem Einheitskreis wird nun das z mit dem minimalen Wert
von ¢’z gesucht, die Richtung desselben ausgehend von der gegenwiirtigen Iterierten ist die fiir
diesen Schritt verwendete Abstiegsrichtung. (Liegt die néchste Iterierte in diesem Kreis oder auf
seinem Rand, so spricht man von einer “Short-Step”, andernfalls von einer “Long-Step’-
Methode.)
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Die folgende Skizze soll die Zusammenhange verdeutlichen.

projizierte Abstiegsrichtung

©

(Die Anschauungsebene stelle den durch Ax=b bestimmten affinen Unterraum dar)

2.2 Besser als Affine Scaling

Um ein besseres Laufzeitverhalten als der Affine-Scaling-Algorithmus zu erzielen, soll hier die
von Meline Seibold [4] eingefiihrte logarithmische Barrierefunktion verwendet werden, durch
welche vermieden werden soll, dass man bei der iterativen Lésung des Problems dem Rand zu
nahe kommt. Mit den Definitionen aus Abschnitt 1 sei nun ¢ > n beliebig und (z, s) > 0. Dann
definieren wir

F(z,s):=qln(z’s) — Z Inz; — Z In s;. (4)
=1 =1

An dieser so genannten Potentialfunktion werden wir uns auf dem Weg zu einer Losung orien-
tieren, sie stellt ein “Potentialgebirge” dar, an dem wir auf der Suche nach einer Losung “hinun-
terrutschen” kénnen. Warum und wie zeigt nun F' den Weg zu einer Losung auf?

Untersuchen wir F' genauer, so erkennen wir im Term z’s die Dualitdtslicke, die auf dem
Weg zu einer Losung gegen Null (Folgerung 4) und somit logarithmiert gegen — oo geht. Die
beiden letzten Terme sind eine Art Barriere dafiir, dass wir zu schnell an den von z > 0 vorgege-
benen Rand kommen — sie gehen fiir  bzw. s — 0 gegen + oo. Die gegen + oo bzw. — oo
gehenden Terme stehen sozusagen in einem Wettbewerb, und es bleibt zu zeigen, dass der Dua-
litdtsliicken-Term tatséchlich gewinnen kann.

Die Logarithmus-Funktion geht bei 0 relativ “kurz und schmerzlos” gegen — co, weswegen sie
zur Vermeidung von Nullen in den Vektoren z und s sehr gut taugt, ohne dabei den “eigentli-
chen” Funktionswert zu sehr zu stéren. Die folgende Abbildung macht das deutlich, insbesondere

im Vergleich mit %
5

-log(x)
1x -
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Wir werden ein Verfahren konstruieren, das den Funktionswert von F' fiir jede Iterierte um
mindestens ein festes § > 0 verkleinert. Hatten wir ein solches Verfahren, wiirde uns Satz 8 aus
Abschnitt 3 zu jedem e > 0 eine Schrittanzahl liefern, nach der wir spétestens eine e-optimale
Losung hétten. Damit wissen wir auch, dass F' uns tatsichlich den Weg zu einer Losung zeigen
kann, d.h. der Dualitétsliicken-Term kann den Wettbewerb tatsdchlich gewinnen.

2.3 Die Iterationsvorschrift

Fiir die Iteration sei eine Schrittweite 3 € (0, 1) fest vorgegeben. Da wir zur Losung des primalen
Problems hauptséchlich an z interessiert sind, versuchen wir zunéchst, z so zu verdndern, dass
sich der Wert von F' verringert. Dazu berechnen wir den Gradienten von F' nach x:

s1 L
qus T
G- — q
VoF(z,s)=] "e% @ |[|=—Fs-X"le (5)
: xr-s
Sn_ 1
zTs Ty,

Angenommen, wir seien nun mitten in der Iteration. Es seien z* € Z% und (y*, s*) € Zp
gegeben. Wie man solche Startwerte findet, klart spater Abschnitt 4.

Wir wollen nun den Gradienten V,F'(z, s) in den Nullraum von A projizieren, um ihn zu
einer zuldssigen Abstiegsrichtung im Sinne von (P) zu machen. Lemma 5 hilft uns dabei, es ist
aber leider nur anwendbar, falls V. F(z*, s*) + ATy # 0 fiir alle y € R™. Lemma 6 identifiziert
dies als denjenigen Fall, wo mit den Bezeichnungen von Lemma 5 PB~'V,F(z, s) = 0 gilt, d.h.
der Gradient auf den Nullvektor projiziert wird. Also konnen wir zunéchst beruhigt losproji-
zieren und uns um diesen Fall spater kiimmern.

Sorglos wenden wir also Lemma 5 an. Dieses liefert uns eine Richtung, die einen im Sinne
von (P) zuldssigen Gradientenabstieg realisiert. Wie beim Affine-Scaling-Verfahren wéhlen wir
als die die elliptische Norm || - || g, erzeugende Matrix By = X; . Wir erhalten

P, = I—B,'AT(AB, 'AT)"14
= I - XZAT(AXZAT)-1A

und als zuléssige Abstiegsrichtung (der Iterationsindex k an p, P, B, X, z und s ist hier aus
Griinden der Lesbarkeit fortgelassen):

PB IV F(z,s)
~ [IPB=IVF(z, )]s
PX?2V,F(z,s)
XAV, (e, 9)lx—
PX2V,F(z,s)
~|IX"1PX2V F(z,s)||
X-1PX?V,F(x,s)

= TN XIPXN, (e, )]
Mit der Setzung
ub = X ' P X2V F(zF, s%) (6)
kénnen wir pg umschreiben als
R oL ©
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Als nichste Iterierte wahlen wir

ohH1 = gk g g
k41 . gk
yrt =y
sktl = sk,

Erste Sorge muss dabei sein, ob diese Iterierten {iberhaupt zuléssig sind. Die Bedingung Az =5
ist sicher erfiillt, schlieflich haben wir p* mit viel Aufwand in den Nullraum von A projiziert.
Dass auch z*¥+1 > 0 gilt, folgt nach Konstruktion der Iterierten aus Lemma 7.

Wie oben bemerkt haben wir aber ein Problem, falls PB~! VF,(z, s) = 0, d.h. in unserem
Falle u* =0 ist. Uberhaupt ist es nicht giinstig, wenn ||u*|| kleine Werte annimmt.

Man kann némlich [|ug|| als ein Maf dafiir ansehen, wie sehr der Funktionswert von F' durch
die obige Iterierte verringert wiirde. Denn ||u*|| wird beeinflusst von der Linge von VF, d.h.
der eigentlichen Steigung der Funktion F' in z, bzw. wieviel davon nach einer Projektion noch
iibrig ist. Die Multiplikation mit X ~! bewirkt, dass wir die Linge der Projektion in der von
X ~2 erzeugten Norm messen. Dies fiihrt dazu, dass wir Fortschritte in eine Richtung, in der wir
ohnehin schon nahe am Rand sind, geringer bewerten. Ist nun ||u*|| kleiner als eine gewisse posi-
tive Zahl, nennen wir sie vy, so konnen wir ahnen, dass unsere Iterationsvorschrift wohl “nicht
viel bringt”. Lemma 9 garantiert uns einen Fortschritt in Bezug auf den Wert von F' auch nur in
Bezug auf ein solches positives v — sogar mit einem direkten Zusammenhang: Je grofer « ist,
um so groRer der Schritt. Fiir die Fille ||u*|| < v und insbesondere fiir u* = 0 miissen wir uns
also nach einem Notstopfen umsehen.

Nachdem wir also offenbar in eine Sackgasse laufen kénnen, wenn wir ausschlielich z veran-
dern, liegt es nahe, auch an y und s herumzudrehen. Die neuen y und s miissen natiirlich
zuldssig sein. Betrachten wir daher die folgende Gleichung (die Indizes k lassen wir fiir den
Moment mal weg):

u = X 1PX?V,F(z,s)
_ -1 2( 49 . y-1
= x1Px? (s —xte)

-1 4~
X~'PX (Xs—e)
XU — X2AT(AX2AT)-14)X (quSXs - e)
_ X AT 2 Ty—1 9 5o
(I — XAT(AX2AT) AX)(stxs e)
= 9 xq_ o xAT 2 ATy-1 9 xq
= LXs—e— XAT(AX2AT)1AX (L-Xs —¢)

das heifst

-7 T(AX24T) 1 9 xs—
u——LXs+ e+ XAT(AX2AT) TAX (LXs—c)

o
oS [e]
e

L

XAT(AX?AT)TAX (quSXs - e) +u——LXs+e

AT(AXQAT)—lAX(%Xs—e)+u—%s+e =0 |22

T T
AT(AX?2AT)TAX (Xs - a:q_se> + %S(u +e)—s

I
e

Setzen wir also

k+1

T = l‘k'

zTs
yhtl = y’“—}-(AXzAT)_lAX(Xs—Te)

T
shtl = :cq_s(u +e),
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so wissen wir zumindest jetzt, dass
AT(yF+1 — yF) 4 sk +1 — gk =,

und wir haben somit die eine Hilfte der Zuldssigkeit. Es bleibt zu zeigen, dass s*t1 > 0 ist.
Schranken wir v auf das Intervall (0, 1) ein, so kénnen wir folgendermafen schliefen: nach Vor-
aussetzung ist z7s/¢ >0, |lu||<v<1, dh. u+e>0, d.h. s>0. Somit gilt (y*,s*) € Zp. Lemma
10 zeigt uns schlieflich, dass wir auch hier beziiglich des Funktionwertes von F' einen Schritt
nach vorne gemacht haben.

Der hier vorgestellte Algorithmus hat also in jedem Schritt die Wahl, in Abhéangigkeit von
||u*|| entweder z oder y und s zu verindern. Man sagt auch, der Algorithmus mache entweder
einen primalen oder einen dualen Schritt. Satz 11 zeigt uns, dass fiir eine bestimmte Wahl von
B und ~ und unabhéngig davon, ob wir einen primalen oder dualen Schritt gemacht haben, der
Wert von F' um mindestens 0.079 schrumpft. Daher liefert uns Satz 8 die folgende maximale
Schrittanzahl K, nach der wir spatestens eine e-optimale Iterierte haben:

K .=

F(x°, s +\/T_Lln§—nlnn
0.079

K wichst offenbar hochstens linear in n. Dazu besteht jeder Schritt noch aus einigen (aber
jeweils hochstens konstant vielen) Matrixmultiplikationen, die jeweils eine Laufzeit von O(n?)
haben. Der Gesamtaufwand, gerechnet in Multiplikationen von zwei Skalaren, ist insofern hoch-
stens polynomiell.

Zum Abschluss der ganze Algorithmus auf einen Blick:

1. Man gehe aus von z° € Z%, (3°, s°) € Z9. Gegeben sei weiterhin ein € > 0. Setze q:=n +
vn, 3:=0.285, v:=0.479 und k:=0.

2. Ist (z%)Ts* <e, so sind z* und (y*, s*) nach Folgerung 4 e-optimal, also STOP.
3. Berechne

g = Gt~ Xile=VaF(at,s")

h*F = (AXEAT)'AXEg
= ngk—(AXk)Thk.

S
|

4. Tst ||u®|| >+, so mache einen primalen Schritt:

Zh 1 = gk Bpk
k+1 .

I
@

k+1 . ok

inkrementiere k£ und gehe nach 2.
5. Andernfalls mache einen dualen Schritt:

ghtl = gk

sh+l .— (wk)TSk

|
e

y (uF+e)

Tk

(x*)Ts

gl = kg

Q[



10 ABSCHNITT 3

inkrementiere £ und gehe nach 2.

3 Die Details

Bevor wir unsere Ideen exakt formulieren kénnen, miissen wir mit den Definitionen von Kapitel
1 noch die folgenden Voraussetzungen als gegeben annehmen:

(Rang) Rang A = m
(InnP) Zp + 0
(InnD) Zp # 0
Wir zeigen als Erstes, dass es hinreichend ist, F' in jedem Iterationsschritt um ein festes § zu

verkleinern, um nach einer endlichen (berechenbaren) Anzahl von Schritten eine e-optimale
Losung zu erhalten.

Satz 8. Seien die Folgen (z*)32 C Z%, (y*, s*)520 C Z3 sowie ein § >0 und ein € >0 gegeben,
so dass mit der Definition von F aus (4) gilt

F(mk—i_lask—i_l) _F(mk’sk)g_(s' (8)
fiir alle k € Ny. Setze

K .=

F(2% 5% + (¢ — n)lné —nlnn
3 .
Dann sind alle xx und (yk, sk) mit k> K im Sinne von Folgerung 4 e-optimal.

Beweis. Sei K wie in (9) definiert. Dann liefert (8) als eine Teleskopsumme

F(zX, s%) — F(2°, s°) < — K§.
Aus (9) folgt

F(2°,5% + (¢ — n)ln% —nlnn

>
K> 5

Sei nun k£ > K. Dann gilt
F(z*, s*) < F(zX,s%) < F(2° %) — K¢

F(z° 5% + (¢—n)ln= —nlnn
) ) 0

< F(xO,SO)_
= —(q—n)lné-}-nlnn.

Jetzt beweisen wir eine weitere Abschétzung fiir F. Seien dazu z € Z% und (y, s) € Zp.

qlnx s) Zlnmz Zlnsz

(¢ —n)In(zTs) + nln(zTs)

F(z,s)

M:

Inz; — Z In s;
1
mzsz> ) i Inz; — i Ins;
(Lemma 3) > (¢ —mn)ln(z’s)+1n <n” H acisi) - Z Inz,; — Z Ins;
i=1 i=1

i=1
n

= (¢—n)In(z7s) —I—nlnn—l—Z lnmi—i—i Ins; — i lnmi—i Ins;
=1 =1 =1 =1

= (¢—n)In(zTs) + nlnn.

Mﬁﬁ

(¢ —n)In(z7s) +1n (n (%

Il
-
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Zusammenfassend konnen wir schlieffen

(g—n)In((z*)Ts*) +nlnn < F(zF,s*) <~ (¢ — n)ln§+nlnn
(g —n)In((z*)Ts*) < (¢—n)lne
In((z*)Ts*) < Ine
(z")Tsh < e,
was gerade die e-Optimalitiit des Paares z*, s* ist. a

Wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, besteht unser Verfahren aus primalen und dualen
Schritten. Fiir beide Arten von Schritten muss ein § wie in (8) gefunden werden, dies geschieht
in Lemma 9 und 10. Diese ds werden wir in Satz 11 mit einer speziellen Wahl von 8 und v zu
einer Schranke vereinen.

Lemma 9. Seien z* € Zp, (y*, s*) € Zp und ein v > 0 sowie ein B € (0, 1) gegeben. Es sei u*

wie in (6), und es gelte ||u¥||s > . Mit p* wie in (7) sind dann die Iterierten

S P
k+1 ._ k
yrrt =y
ghtl = gk

im Inneren der zuldssigen Bereiche, und es gilt die Schranke

F(zhtl sk +h) — F(zk s*) < — By + (1’3_2 5 (10)

Beweis. Die Zulassigkeit der Iterierten ist bereits in Abschnitt 2.3 gezeigt worden, d.h. es gilt
genauer sogar £°t! € Zp. Zunichst beweisen wir einige Hilfsresultate.
Es gilt 14 a <e® fir a € R. Daher haben wir auch

In(1+a)<a. (11)

Mit Hilfe der Taylorentwicklung von In(1+ a) und der geometrischen Reihe gewinnt man die fol-
gende Abschitzung:

a?  ad
1n(1+a) = G—T:-?—g"'
> o~ 20004 fol + fof2+ Jaf + )
= m. 1
N 2 1—|qf
_ . aP?
2(1—1al)
Mit Hilfe von (2) wissen wir auferdem, dass wegen p € Kern A
(= X2V F(z,s)+ PX?V,F(z, s),p)X , =0
(— X%V, F(z,s) +PX2V, F(z,s))TX 2p = 0
(= X2V, F(z,s)"X 2p+ (PX2V, F(z,5)"X2p = 0
(= V.F(z,s)p+ (PX?V.F(z,5) "X ?p = 0
(PX2V,.F(z,8)"X2p = V,.F(z,s)p.

Mit
u = X 1PX2V, F(z,s)
& Xu = PX?V,F(z,s)
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und p=— ” i erhalten wir also
—V.F(z,8)Tp = — (PX2V,.F(z,s))TX2p
= —(Xu)’X?p
— —UTX_lp
uTX X 2
]
= [full
Wir kénnen aufierdem sagen, dass
bi| _ H ||
== b—— ‘ﬁ <B.
; [Juef ]

Mit diesem geballten Vorwissen gehen wir an die finale Abschitzung, wobei wir an z, s, p, X den
Iterationsindex k weglassen:

F(gkt! $*1) — F(z,s) = qln((z+ fp)’s) - Z”: In(z; + Bpi) — qIn(z7s) + Zn: In z;
=1 =1

+ T - i+ ODi
") S (s

T n .
(11) < qﬁ%—Zm(Hﬁ%)
i=1 *
2 B
bs Di T
< L - k1
X q'BfL‘TS ; (ﬁwz 2(1_|IBZ_,)>
& B2
ps_ pi g,
D qﬂsz ; ( T 2(1—/3))

— st X1 T, |ﬂz_: ’
= Qﬂm—ﬂ( €) P+; 2(1-8)
_ L BIX Tl
- B(qu -X ) 2(1— B)
_ B
= ﬂVzF(w, S)Tp+ m
/32
2(1-p)
Ist nun ||u|| > 7, so folgt das Gewiinschte. O

= = Bllull +

Es gibt auch eine Schranke fiir den dualen Schritt.

k

Lemma 10. Seien z* € Zp, (y*, s*) € Z% und ein v € (0,1) gegeben. Es sei u* wie in (6), und

es gelte ||u¥||s < 7. Dann liegen die Iterierten

mk—i—l — .CEk

ok
yktl = o —I—( ()] (AXRAT)TAXEV F(z*, s
(mk)Tk

shtl .= TSXgl(u’H—e)

im Innern der zuldssigen Bereiche, und es gilt die Schranke

F(wk+1’sk+1) —F(l‘k Sk) (q ’n) +1H(n) +% (12)
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Beweis. Dass die Iterierten im Inneren der zuldssigen Bereiche liegen, zeigte bereits die Argu-
mentation in Abschnitt 2.3. Es gilt, wiederum mit fortgelassenem Iterationsindex k:

F(zht!, s51) — F(z, )
zTs k+1 n

= Zln k+1 anlnsi
= qlnxjsjsl—iln<q (1+uz)+zln81

i=1 i=1
= qlnaﬂ;;:l nTT—Zln 14 u,) +Zlnwl+21nsl
< qlnzz‘sTk:l _nln%—zn; (uZ 1_ |uz| ) +Z lnml+z Ins;
im
= qlnxstkgl —nln#—eTu—f—i (2 1—|u1 ) +Z lnwz+2 Ins;
im
(lull <) < qlna}z;ng;+1 —nln%—e Ut oy +Z 1nx1+2 Ins;

wT%X_l(u +e)

zTs

zTs T 2 =
= gln —nln——e'u+—"—-+ E Inz; + E Ins;
q 2(1—17) = —

T T, 2 n n
= T x-1 —nnE S ey . .
= qln?X (u+e)—nln p e u+2(1_7 +Zlnxz+21nsz

T,

=1 =1
n n 2 n
= qlne uq+n +n1nq—1n(n”l%2 xisi] ) —eTu+2({y—_w+Z In z; +
n =1 =1
Z Ins;
=1

(Lemma 3) < qlneTu+n+nlnq—ln n”ﬁ T:S; —eTu+7—2+ilnwi+ilnsi
q 21-7) % =

=1
T n n 2 n
= qlne u+n+nlnq—nlnn+zlnxi+21nsi—eTu+2(17—_7)+Zlnxi+
n =1 =1 .
Zlnsi
=1 T
e'utn q_ 7 v
= ¢gln———+nh>—-e'u+-———
R n PIC)
T 2
g—eu—n qa_ 71 Y
= qln(l——) +nh=—e'u+ ———=
q n 2(1—7)
q v
< —q+eTu+n+nlnE—eTu+m
,yz
Dies war die Behauptung. |

Schlieflich fassen wir beide Schranken zu einer zusammen.
Satz 11. Seien xz* € Zp, (y*,s*) € Zp. Wihit man
q := n++n
B = 0.285
v = 0.479

k+1

sowie die T, y*t1 s*+1 wie in Lemma 9 und 10, so gilt

F(zk+1 k1) — F(z*, s*) < —0.079.
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Beweis. Zuerst brauchen wir die Abschatzung

1
—\/ﬁ-i—nln(l-i—— <-0.3.
NG

ABSCHNITT 3

(13)

Mit dem Satz von Taylor wissen wir, dass fiir a € (—1,1) und ein gewisses a € (— 1, 1) gilt

a® «
11’1(1"1‘(1)—(1—?"1‘?—?.
Daher
a2 a
1n(1+a)<a——+?.
Ist nun a:% und |A| > 1, so gilt
2 3
<a-Gt+%
1 1 1
) ¢« = = 4 -
ln( A) NV Y EREYE
1 1 1
2
) € A—-4—
Aln<1+A> <A 2+3A
1 1 1
— 2 il —
A+Aln(1+A) < 2+3A
Wir wollen (13), also mit A =+/n,
—\/ﬁ+nln<1+% <—%+#é—o.3
n n
Dies fiihrt auf
1 1
b < —03
PREW
1
S—= < 0.2
3/n
1
&— < 3-0.2
N
1
eV > 503
1 \?2

Das heifit, mit n > 3 sind wir auf der sicheren Seite und (13) gilt. Fiir n=1, 2 lasst sich die Giil-

tigkeit einfach nachrechnen:

1
—ﬁ+ln(1+—> = —0.3068...
V1
1
—\/§+21n<1+—) = —0.34461...
V2
Setzen wir nun q:=n ++/n. Dann ergibt sich mit Lemma 10
2
k1 gkt1y _ f(gk ok} < q i
F(zrftl s"tH) — F(z",s") < —(¢— n)+nln 2(1_7)
n++/n 72
= 1
—(n++yn—-n)+nln - +2(1_7)
< —va+nm(1+-L) 42
- vn)  2(1-7)
2
= —03+-—7—7—.
2(1-7)

Lemma 9 sagt, dass

P, 41) = Flah, o) < = b 5o
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Mit der Wahl 3 :=0.285 und ~:=0.479 ergibt sich dann fiir Lemma 9

2
oD~ 03651+ 28129 079,

2(1- ) 2-0.715

Lemma 10 schlieflich ergibt
0.22944

2-0.521

Dies zeigt das gewiinschte fiir den dualen wie den primalen Schritt. d

-0.3+ —0.079.

4 Starten mit grofien M’s

Der oben vorgestellte Algorithmus geht davon aus, dass Iterierte bekannt sind, die bereits im
Inneren des zuldssigen Bereiches sind. Falls solche Startwerte nicht zuféllig auf der Strafe liegen,
hat man es zuweilen schwer, sie zu finden. Im Austausch gegen einige zusétzliche Dimensionen
hilft aber wie schon beim Affine-Scaling-Algorithmus die so genannte Big-M-Methode.

Dazu betrachtet man die folgenden Hilfsprobleme:

(PM): Minimiere ¢’z + Myzp11
unter den Nebenbedingungen Az + (b— Ae)x,41 =
(e—c)x+2pnyo = Mo

(fﬂ,l‘n+17$n+2)

|
SH

WV
o

und

(DM): Maximiere b’y + Moym 11
unter den Nebenbedingungen ATy + (e — ¢)ymi1+5 = ¢
(b—Ae)Ty+s,01 = M
Ym4+1+Sng2 = 0
(8,8n41;8n42) = 0

mit “groflen” Konstanten M;, Ms>0. Man startet dann mit den Vektoren

(l.O, x?H—la x9L+2) = (6, ]-a My — (e - C)Te) >0
(yoa y9n+173073?1+1339b+2) = (03_1’6’M171)3
deren Zuldssigkeit beziiglich (PM) und (D M) man leicht nachrechnet. Wenn My, M» “hinrei-

chend grof” sind, sieht man leicht, dass fiir eine optimale Losung x,+1 = ym+1 = 0 gelten muss,
und somit = und y die auch die urspriinglichen Bedingungen aus (P) und (D) erfiillen miissen.
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